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Η συμπεριφορά ενός υλικού κατά το τελευταίο στάδιο μιας διαδικασίας αλ-
λαγής φάσης πρώτης τάξης (λόγω μεταβολών στη θερμοκρασία ή και στην πί-
εση) χαρακτηρίζεται από θερμοδυναμική αστάθεια η οποία οδηγεί σε διαχωρισμό
των φάσεων και στη συνέχεια στην αδροποίηση της νέας φάσης που προκύπτει.
Στην περίπτωση που η νέα φάση καταλαμβάνει πολύ μικρό ποσοστό του συνολι-
κού όγκου και εμφανίζεται ως σαφώς διαχωρισμένα σωματίδια, η διαδικασία της
αδροποίησης (γνωστή ως ωρίμαση Ostwald) εξελίσσεται ώστε να ελαχιστοποιηθεί
η επιφανειακή ενέργεια στη διεπιφάνεια μέσω διάχυσης μάζας μεταξύ των σωματι-
δίων, ενώ η συνολική μάζα ή ο όγκος της κάθε φάσης διατηρείται. Το αποτέλεσμα
αυτής της διάχυσης μάζας από περιοχές μεγάλης καμπυλότητας της διεπιφάνειας
σε περιοχές μικρότερης καμπυλότητας είναι η διόγκωση των μεγάλων σωματιδίων
και η συρρίκνωση και η τελική εξαφάνιση των μικρότερων. Περισσότερες πλη-
ροφορίες για την ωρίμαση Ostwald, κυρίως από την πλευρά της φυσικής και της
μοντελοποίησης, υπάρχουν στο άρθρο του Voorhees [51] και στο βιβλίο των Ratke
και Voorhees [44].
Στη συγκεκριμένη εκδοχή αδροποίησης η διαδικασία διάχυσης της μάζας μπο-
ρεί να εξαρτάται από δύο διαφορετικούς μηχανισμούς: είτε από το ρυθμό διάχυσης
των ατόμων μακριά από τα σωματίδια ή από το ρυθμό αντίδρασης της προσκόλ-
λησης των ατόμων στη διεπιφάνεια που διαχωρίζει τις δύο φάσεις. Στην πρώτη
περίπτωση (ρύθμιση μέσω διάχυσης) η τυχαία ανταλλαγή ατόμων ανάμεσα στα σω-
ματίδια και την περιβάλλουσα φάση συμβαίνει αρκετά γρήγορα και το περιβάλλον
ενός σωματιδίου βρίσκεται σε θερμική ισορροπία με τα άτομα στο εσωτερικό του.
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Στη δεύτερη περίπτωση (ρύθμιση μέσω αντίδρασης) η αποκόλληση και η προσκόλ-
ληση γίνονται με αργή ταχύτητα σε σχέση με τη διάχυση της μάζας και το περιβάλ-
λον ενός σωματιδίου μπορεί να μην βρίσκεται σε ισορροπία με τη διεπιφάνεια στο
σύνορό του. Για περισσότερες λεπτομέρειες παραπέμπουμε στη βιβλιογραφία από
την πλευρά της φυσικής, για παράδειγμα στα άρθρα Slezov και Sagalovich [47],
Bartelt, Theis και Tromp [15], ή για μια σχετική μαθηματική μελέτη στο άρθρο των
Dai και Pego [20].
Η κλασική θεωρία της ωρίμασης Ostwald αναπτύχθηκε από τους Lifshitz και
Slyozov [29] και Wagner [52] στην περίπτωση υπερκορεσμένων στερεών μειγμά-
των στις τρεις διαστάσεις. Η θεωρία Lifshitz–Slyozov–Wagner (LSW) περιγρά-
φει στατιστικά την εξέλιξη του φαινομένου μέσω της συνάρτησης πυκνότητας των
ακτίνων των σωματιδίων n.t;R/, όπου n.t;R/dR ορίζεται να είναι το πλήθος των
σωματιδίων με ακτίνες μεταξύ R και dR στο χρόνο t ανά μονάδα όγκου. Στα τε-
λευταία στάδια μιας διαδικασίας αλλαγής φάσης η πυρηνοποίηση και η συνένωση
των σωματιδίων μπορούν να αγνοηθούν, αφού οι νέοι πυρήνες διαλύονται αμέσως
και τα σωματίδια δεν μπορούν να ενωθούν λόγω των μεγάλων αποστάσεων με-
ταξύ τους. Ως αποτέλεσμα, η συνάρτηση πυκνότητας των ακτίνων ικανοποιεί την






όπου με v.t;R/ συμβολίζουμε το ρυθμό διόγκωσης των σωματιδίων με ακτίνα R
στο χρόνο t . Χρησιμοποιώντας μια προσέγγιση μέσου πεδίου (βλ. παράγραφο 1.3)


































στην περίπτωση ρύθμισης μέσω αντίδρασης, με τα δύο αποτελέσματα να ισχύουν
στο ασυμπτωτικό όριο του μηδενικού ποσοστού μάζας ή όγκου σωματιδίων.
Στα άρθρα [36, 37] η Niethammer εξήγαγε με αυστηρό τρόπο τις παραπάνω
εξισώσεις για την περίπτωση της ρύθμισης μέσω διάχυσης ξεκινώντας από ένα
Εισαγωγή 3
σχεδόν-στατικό πρόβλημα Stefan για μία φάση, το οποίο περιλαμβάνει επίσης επι-
φανειακή τάση και κινητική υπόψυξη, δηλαδή
(1.1)
„
 uD 0 στο ˝XG;
V Dru n στο @G;
uDH CˇV στο @G;
και περιορίζοντάς το σε σφαιρικά σωματίδια. Η ίδια διαδικασία ακολουθήθηκε στο
άρθρο [36] για το παραβολικό πρόβλημα εξέλιξης, αλλά χωρίς τον κινητικό όρο
ˇV . Στο παραπάνω πρόβλημα το u είναι ένα χημικό δυναμικό, n είναι η εξωτερική
κάθετος στη φάσηG των σωματιδίων, V είναι η κάθετη ταχύτητα της διεπιφάνειας
@G και H είναι η μέση καμπυλότητά της. Το χωρίο ˝  R3 θεωρείται φραγμένο
και ˇ είναι μια παράμετρος που προέρχεται από τη διαστατική ανάλυση και είναι
της τάξης της διαχυτικότητας προς την κινητικότητα του υλικού. Η δεύτερη συ-
νοριακή συνθήκη είναι ο νόμος Gibbs–Thomson, που συνδυάζει την καμπυλότητα
της διεπιφάνειας με το χημικό δυναμικό, τροποποιημένος όμως με τον κινητικό όρο
ˇV . Σημειώνουμε ότι ενώ στην περίπτωση της ρύθμισης μέσω διάχυσης η παρά-
μετρος ˇ είναι μικρή και ο κινητικός όρος μπορεί και να αγνοηθεί (δίνοντας έτσι το
γνωστό μοντέλο Mullins–Sekerka [34]), στην περίπτωση της ρύθμισης μέσω αντί-
δρασης οι τιμές της παραμέτρου ˇ είναι μεγάλες και κατά συνέπεια ο κινητικός
όρος είναι απαραίτητος. Για μία εξαγωγή τέτοιου είδους προβλημάτων ελεύθερου
συνόρου από τη μηχανική συνεχούς μέσου και τη θερμοδυναμική βλ. το βιβλίο του
Gurtin [28].
Ο στόχος μας στη συνέχεια είναι να χρησιμοποιήσουμε τις τεχνικές που ανα-
πτύχθηκαν στα άρθρα [36, 37] για να εξαγάγουμε τις εξισώσεις LSW στην πε-
ρίπτωση της ρύθμισης μέσω αντίδρασης. Αυτό προϋποθέτει την αλλαγή της κλί-
μακας του χρόνου κάνοντας χρήση του ορίου της παραμέτρου ˇ στο άπειρο (βλ.
παράγραφο 1.2) και έχει ως αποτέλεσμα μερικούς επιπλέον χειρισμούς στις αποδεί-
ξεις. Εκτός από την αλλαγή κλίμακας, στην παράγραφο 1.2 δίνουμε επίσης μερικές
σύντομες αποδείξεις κάποιων χρήσιμων προκαταρκτικών αποτελεσμάτων και θί-
γουμε το θέμα της ισχύος της περιγραφής μέσου πεδίου, ενώ στην παράγραφο 1.3
αποδεικνύουμε σημειακές εκτιμήσεις για τις προσεγγιστικές λύσεις του προβλή-
ματος ελεύθερου συνόρου και για τους ρυθμούς διόγκωσης των σωματιδίων. Τέ-
λος, χρησιμοποιώντας τις παραπάνω εκτιμήσεις, στην παράγραφο 1.4 περνάμε στο
όριο ομογενοποίησης για άπειρα σωματίδια και καταλήγουμε στην εξίσωση LSW
σε ασθενή μορφή.
Τα προηγούμενα αποτελέσματα για την περίπτωση της ρύθμισης μέσω διάχυ-
σης έδειξαν ότι η κρίσιμη ποσότητα η οποία πρέπει να μηδενίζεται στο όριο ώστε
να μπορούν να αγνοηθούν οι απευθείας αλληλεπιδράσεις μεταξύ των σωματιδίων
και να ισχύει η περιγραφή μέσου πεδίου είναι η χωρητικότητα του συνόλου της
φάσης των σωματιδίων (βλ. [36, 37]). Αντιθέτως, στη συνέχεια δείχνουμε ότι στην
περίπτωση της ρύθμισης μέσω αντίδρασης η αντίστοιχη κρίσιμη ποσότητα είναι
η πυκνότητα του επιφανειακού εμβαδού της φάσης των σωματιδίων. Η διαφορά
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αυτή είναι ενδιαφέρουσα, αφού τα ασυμπτωτικά όρια του μηδενικού επιφανειακού
εμβαδού και της μηδενικής χωρητικότητας έχουν διαφορετική φυσική ερμηνεία και
διασαφηνίζουν περαιτέρω το γενικό όριο του μηδενικού ποσοστού μάζας ή όγκου.
Για την περίπτωση της ρύθμισης μέσω αντίδρασης πάντως, το αποτέλεσμα θα μπο-
ρούσε να είναι κατά κάποιον τρόπο αναμενόμενο, αφού το όριο του μηδενικού επι-
φανειακού εμβαδού αντιστοιχεί στη φυσική του συγκεκριμένου φαινομένου, όπου
υπάρχει προφανής εξάρτηση από το εμβαδό της διεπιφάνειας.
1.2 Διατύπωση του προβλήματος, αλλαγή κλίμακας και
προκαταρκτικές εκτιμήσεις
Θεωρούμε το πρόβλημα (1.1), όπου η σχεδόν-στατική προσέγγιση στην παρα-
βολική εξίσωση διάχυσης δικαιολογείται από τις μικρές ταχύτητες των διεπιφα-
νειών κατά το τελευταίο στάδιο της διαδικασίας της αδροποίησης. (Βλ. τη συζή-
τηση στο άρθρο των Mullins και Sekerka [34].)
Υποθέτουμε επιπλέον ότι η στερεά φάση αποτελείται από σφαιρικά σωματίδια
με κέντρα φιξαρισμένα στο χώρο, μία απλοποίηση του προβλήματος που δικαιο-
λογείται από τα αποτελέσματα στα άρθρα Alikakos και Fusco [7, 8] και Velázquez
[50]. Συμβολίζοντας τα σωματίδια αυτά με Bi , όπου Bi είναι η κλειστή μπάλα
B.xi ;Ri .t//, η φάση των σωματιδίων είναι η ένωση [iBi και η ισοτροπική της
εξέλιξη μπορεί να μοντελοποιηθεί παίρνοντας το μέσο ολοκλήρωμα στη συνθήκη
Stefan, δηλαδή










για μια συνάρτηση f σε κάποιο χωρίοD και όπου η τελεία συμβολίζει την παρά-




αφού στην περίπτωση σφαιρών η μέση καμπυλότητα είναι η αντίστροφη ακτίνα.
Για να έχουμε πολλά μικρά σωματίδια σε ένα φραγμένο χωρίο, για ένα σύστημα
μεγέθους της τάξης O.1/, π.χ. για το μοναδιαίο κύβο Œ0;13, έστω ı η τυπική από-
σταση μεταξύ σωματιδίων με 0 < ı << 1. Για την κατανομή των σωματιδίων στο
χώρο υποθέτουμε για λόγους ευκολίας ότι είναι τοποθετημένα σε ένα τριδιάστατο
πλέγμα με ελάχιστη απόσταση ı μεταξύ τους. Τότε, o αρχικός αριθμός των σωματι-
δίωνNi.ı/ θα φράσσεται από το 1=ı3 και για να έχουμε μικρά σωματίδια έστω ότι
αυτά είναι μεγέθους ı˛ για ˛ > 1. Για χρόνους t 2 Œ0;T  επιλέγουμε ένα ı αρκετά
μικρό έτσι ώστε τα γειτονικά σωματίδια μεγέθους ı˛ να μην συγκρούονται κατά
την εξέλιξη του φαινομένου μέχρι ένα μέγιστο χρόνο T .
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Σχετικά με την κατανομή των σωματιδίων στο χώρο, για τους σκοπούς μας
θα ήταν αρκετή και μια πιο γενική υπόθεση του τύπου infi¤j jxi   xj j > cı για
μια σταθερά c > 0. Αυτές οι παρατηρήσεις θα χρησιμοποιηθούν επίσης στην από-
δειξη του Λήμματος 1.3, όπου προσεγγίζουμε ένα συγκεκριμένο άθροισμα για όλα
τα σωματίδια με ένα ολοκλήρωμα. Για μία αντιμετώπιση του προβλήματος χρησι-
μοποιώντας πιο λεπτομερείς ντετερμινιστικές και στοχαστικές υποθέσεις για την
κατανομή των σωματιδίων σε σχέση με τη διαδικασία της ομογενοποίησης βλ.
Niethammer και Velázquez [41, 42], όπου επίσης υπάρχουν και επιπλέον διορθώ-
σεις της θεωρίας.





και λόγω του αναλλοίωτου του προβλήματος (1.1) κάτω από αλλαγές κλίμακας
(βλ. [20]) ορίζουμε επίσης
uı ´ ı˛u και tı ´ t
ı2˛
:
Αυτή η αλλαγή κλίμακας είναι ένας εναλλακτικός τρόπος να περιγραφεί η περί-
πτωση της ρύθμισης μέσω αντίδρασης. Αντί να αλλάξουμε κλίμακα στο χρόνο
μέσω της παραμέτρου ˇ και να πάρουμε το όριο της ˇ να τείνει στο άπειρο, κρα-
τάμε τη ˇ φιξαρισμένη και θετική και αλλάζουμε κλίμακα όπως παραπάνω, παίρ-
νοντας το όριο του ı να τείνει στο 0. Αφού πλέον η παράμετρος ˇ δεν παίζει κάποιο
συγκεκριμένο ρόλο, θα τη θεωρήσουμε στη συνέχεια ίση με τη μονάδα. Επιπλέον
προκύπτει εύκολα ότι οι μετασχηματισμοί Rıi , u
ı και tı διατηρούν τη μορφή των
εξισώσεων. Στη συνέχεια, θα αγνοήσουμε τον εκθέτη ı από το συμβολισμό για το
χρόνο και για να υποδηλώσουμε την εξάρτηση από τη νέα κλίμακα γράφουμε
Bıi ´ B.xi ; ı˛Rıi /:
Τέλος, σημειώνουμε ότι στην περίπτωση της ρύθμισης μέσω διάχυσης η αντίστοιχη
κλίμακα χρόνου θα ήταν ı3˛ αντί για ı2˛. Αυτή η διαφορά είναι ουσιώδης για το
υπόλοιπο της εργασίας και οδηγεί σε διαφορετικά συμπεράσματα σχετικά με την
ισχύ της προσέγγισης μέσου πεδίου. (Βλ. τα σχόλια μετά το Λήμμα 1.1.)
Όσον αφορά τις αρχικές συνθήκες, για το κέντρο xi κάθε σωματιδίου αντιστοι-




ομοιόμορφα για μια σταθερά R0. Για να έχουμε ένα κλειστό σύστημα θεωρούμε
την παρακάτω μηδενική συνθήκη Neumann στο εξωτερικό σύνορο του χωρίου˝,
δηλαδή
ruı nD 0 στο @˝:
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Στην περίπτωση που το σωματίδιο i εξαφανιστεί στο χρόνο ti´ supft jRıi .t/ >
0g, για χρόνους μεγαλύτερους του ti ορίζουμε την Rıi να είναι 0, ελαττώνουμε τον
αριθμό
N.t/´fj jRıj .t/ > 0g
των ενεργών σωματιδίων κατά ένα και αγνοούμε το σύνορο @Bıi στις συνορια-
κές συνθήκες. Στη συνέχεια, όλα τα αθροίσματα, οι ενώσεις και τα ελάχιστα άνω
φράγματα θα θεωρούνται στο σύνολο δεικτών N.t/, με N.0/ Ni, και οι όποιες
αναφορές στο πλήθος των σωματιδίων θα εννοούν το πλήθος των ενεργών σωμα-
τιδίων N εκτός κι αν αναφέρεται κάτι διαφορετικό.
Συνοψίζοντας, το πρόβλημα για τις ακτίνες των σωματιδίων, περιορισμένο σε
σφαιρικά σωματίδια και μετά την αλλαγή κλίμακας, μπορεί να θεωρηθεί ως ένα μη









ruı n στο @Bıi .t/
για χρόνους t 2 .0; ti /, με ti < T , και με φραγμένες αρχικές συνθήκες Rıi .0/ για
κάθε i , ενώ το χημικό δυναμικό δίνεται από τις εξισώσεις
(1.3)  uı.t;x/D 0 στο ˝X[Bıi .t/;
(1.4) uı.t;x/D 1
Rıi .t/
C TRıi .t/ στο @Bıi .t/
και τη συνθήκη Neumann στο εξωτερικό σύνορο.
Η ύπαρξη και η μοναδικότητα συνεχών, τμηματικά ομαλών λύσεων για όλους
τους χρόνους αποδείχθηκε στο άρθρο [37] για ένα παρόμοιο πρόβλημα Stefan χρη-
σιμοποιώντας το θεώρημα Picard–Lindelöf, με μόνη διαφορά την αλλαγή στην κλί-
μακα του χρόνου. Αυτές οι λύσεις δεν είναι ολικά ομαλές λόγω των ιδιομορφιών
που προέρχονται από την εξαφάνιση των σωματιδίων· παρ’ όλα αυτά οι λύσεις εί-
ναι ομαλές στα χρονικά διαστήματα ανάμεσα στους χρόνους εξαφάνισης ti . Στη
συνέχεια, όταν αναφερόμαστε σε λύσεις του προβλήματος θα εννοούμε τέτοιου εί-
δους συνεχείς, τμηματικά ομαλές λύσεις που υπάρχουν για χρόνους μικρότερους
από δοθέντα χρόνο T .
Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι οι εξισώσεις (1.2)–(1.4) μαζί με την εξωτερική
συνοριακή συνθήκη διατηρούν τον όγκο και ελαττώνουν το συνολικό επιφανειακό
εμβαδό της φάσης των σωματιδίων. Πράγματι, αν παραγωγίσουμε το συνολικό





















όπου το τελευταίο άθροισμα μηδενίζεται λόγω του θεωρήματος της απόκλισης,
της εξίσωσης (1.3) και της μηδενικής συνοριακής συνθήκης Neumann στο @˝. Η
ελάττωση του συνολικού επιφανειακού εμβαδού είναι συνέπεια της παρακάτω εκ
των προτέρων εκτίμησης.
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Απόδειξη. Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση  uı D 0 με uı , ολοκληρώνοντας












.ruı n/uı D 0;
όπου ο τελευταίος όρος μηδενίζεται λόγω της συνθήκης Neumann στο εξωτερικό






























TRıi C .Rıi /2j TRıi j2/















jruı j2 D 0:
Το τελικό αποτέλεσμα προκύπτει μετά από ολοκλήρωση ως προς το χρόνο.
Μετά από μια κανονικοποίησηως προς τον αρχικό αριθμό σωματιδίωνNi, αυτή
η ισότητα ενέργειας μπορεί να δώσει χρήσιμες πληροφορίες σχετικά με την ισχύ




























όπου το δεξιό μέλος είναι ομοιόμορφα φραγμένο λόγω της υπόθεσης για τις αρχικές
ακτίνες. Για να είναι το αριστερό μέλος επίσης φραγμένο, αν η ποσότητα Niı2˛
τείνει στο 0, το ίδιο θα πρέπει να ισχύει και για τον όρο jruı j και πρόκειται για
ακριβώς αυτό το όριο του μηδενικού επιφανειακού εμβαδού το οποίο οδηγεί σε ένα
μέσο πεδίο που είναι σταθερό στο χώρο, αφού συγκεκριμένα τότε ισχύει
ruı ! 0 στον L2.0;T IH 1.˝//:
8 Η εξίσωση LSW για κινητική ρυθμιζόμενη μέσω αντίδρασης
Στη συνέχεια, για να κάνουμε ολικές εκτιμήσεις στο χρόνο οι οποίες να είναι ομοιό-
μορφες ως προς το ı, επεκτείνουμε το uı στο εσωτερικό των σωματιδίων, και άρα
σε ολόκληρο το ˝, χρησιμοποιώντας τη συνοριακή τιμή του κάθε σωματιδίου
στο εσωτερικό του. Είναι σημαντικό να σημειωθεί ότι στις κλίμακες που χρησι-
μοποιούμε, για να μηδενίζεται το επιφανειακό εμβαδό καθώς το ı τείνει στο 0, ο
εκθέτης ˛ πρέπει να είναι αυστηρά μεγαλύτερος του 3
2
, αφού ο αριθμός Ni είναι
της τάξης O.1=ı3/. Με αυτές τις λεπτομέρειες θα ασχοληθούμε με περισσότερη
ακρίβεια στο Πόρισμα 1.4, όπου θα δώσουμε μια εκτίμηση της επιρροής του μέ-
σου πεδίου. Ας σημειωθεί επίσης ότι δεν ασχολούμαστε με την κρίσιμη περίπτωση
˛ D 3
2
η οποία αντιστοιχεί σε πεπερασμένο (μη μηδενικό) επιφανειακό εμβαδό.
Για αυτό το πρόβλημα θα πρέπει να χρησιμοποιηθούν οι διαφορετικές μέθοδοι που
αναπτύχθηκαν από τους Niethammer και Otto στο άρθρο [38].
Τέλος, σημειώνουμε ότι για το αντίστοιχο πρόβλημα στην περίπτωση της ρύθ-
μισης μέσω διάχυσης η ποσότητα που θα πρέπει να μηδενίζεται για να δικαιολογεί
την περιγραφή μέσου πεδίου είναι η χωρητικότητα Niı˛ λόγω της διαφορετικής
κλίμακας χρόνου. Στις τρεις διαστάσεις το όριο της μηδενικής χωρητικότητας εμ-
φανίζεται επίσης και στα γενικά αποτελέσματα ομογενοποίησης των Cioranescu
και Murat [19]· από όσο γνωρίζουμε, το όριο του μηδενικού επιφανειακού εμβα-
δού δεν έχει αναφερθεί στη σχετική βιβλιογραφία.
1.3 Προσέγγιση και εκτιμήσεις του ρυθμού διόγκωσης
Όπως και στην προσέγγιση μέσου πεδίου των Lifshitz, Slyozov και Wagner,
υποθέτουμε ότι το σύστημα είναι αρκετά αραιό ώστε τα σωματίδια να συμπερι-
φέρονται σαν να ήταν απομονωμένα και βασίζουμε την προσέγγισή μας στη λύση
ενός προβλήματος για ένα μεμονωμένο σωματίδιο.
Ας θεωρήσουμε το πρόβλημα (1.2)–(1.4) για ένα σφαιρικό σωματίδιο με κέ-
ντρο στην αρχή των αξόνων και με ακτίνα r πριν την αλλαγή κλίμακας, για την
οποία κάνουμε τον μετασχηματισμό rı ´ r=ı˛ μαζί με τους αντίστοιχους μετα-
σχηματισμούς για την περίπτωση της ρύθμισης μέσω αντίδρασης για ένα χημικό
δυναμικό uır και για το χρόνο, όπως στην παράγραφο 1.2. Για αυτό το σωματίδιο





ruır n στο @Bır ;
όπου το χημικό δυναμικό uır .t;x/ ικανοποιεί τις εξισώσεις




C Trı.t/ για x 2 @Bır




uır .t;x/D xuır .t/:
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Το πρόβλημα αυτό μπορεί να λυθεί αναλυτικά δίνοντας ως αποτέλεσμα ότι
uır .t;x/D xuır .t/C
ı˛rı.t/















Σημειώνουμε ότι στο τυπικό όριο του ı στο 0 οι παραπάνω εξισώσεις παίρνουν τη
μορφή
u.t;x/D xu.t/ και Tr D xu  1
r
;
όπως και στη θεωρία LSW στην περίπτωση της ρύθμισης μέσω αντίδρασης.
Επιστρέφοντας τώρα στο πρόβλημα για πολλά σωματίδια, χρησιμοποιώντας
τον παραπάνω ρυθμό διόγκωσης ενός μεμονωμένου σωματιδίου μαζί με την απαί-








Αυτό το μέσο πεδίο συν ένα άθροισμα λύσεων μεμονωμένων σωματιδίων θα είναι η
προσέγγιση με μονόπολα για τη λύση uı υποθέτοντας ότι δεν υπάρχουν απευθείας










για x 2˝X[Bıi .t/.
Ακολουθεί μια αρχή μεγίστου για το πρόβλημά μας, την οποία θα χρησιμοποι-
ήσουμε στη σύγκριση της προσέγγισης με τη λύση στο επόμενο λήμμα. Η απόδειξή
της μπορεί να βρεθεί στο άρθρο [37].
Λήμμα 1.2. Έστω ˝ ένα χωρίο Lipschitz και έστω [Bi  ˝ μία πεπερασμένη
συλλογή από ξένες μεταξύ τους κλειστές μπάλες. Τότε, μια συνάρτηση v η οποία είναι
σταθερή σε κάθε ένα από τα σύνορα @Bi και ικανοποιεί ότι„




rv n  0 στο @Bi ;
rv n  0 στο @˝;
όπου ci  0 για κάθε i , ικανοποιεί επίσης ότι
v  0 στο ˝X[Bi :
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Λήμμα 1.3. Για χρόνους t 2 .0;T / και " μικρό και θετικό το χημικό δυναμικό και
η προσέγγισή του ικανοποιούν την εκτίμηση
kuı   ıkL1.˝X[Bı
i
/.t/ Cı2˛ 3 " supRıi .t/.1Cxuı.t/supRıi .t//:
Απόδειξη. Αφού η διαφορά uı   ı είναι ήδη αρμονική στο ˝ X[Bıi , λόγω του
ότι η συνάρτηση ı είναι άθροισμα θεμελιωδών λύσεων, θα θέλαμε να εκτιμή-
σουμε κατά πόσο ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες της αρχής του μεγίστου του
Λήμματος 1.2.
Για τη συνθήκη στα σύνορα των σωματιδίων χρησιμοποιούμε τις εξισώσεις
(1.2), (1.4) και τον ορισμό της ı για να υπολογίσουμε ότι για x στο σύνορο @Bıi


















































































































 Cı2˛ 3 supRıj .1Cxuı supRıj /:(1.8)
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Στο τελευταίο βήμα, έχοντας υπόψιν τις υποθέσεις για την κατανομή των κέντρων
των σωματιδίων στο χώρο, το άθροισμα είναι φραγμένο για j ¤ i , αφού θεωρείται




το οποίο προκύπτει ότι είναι φραγμένο κάνοντας χρήση της ακτινικής συμμετρίας
γύρω από την ιδιομορφία και όπου ο εκθέτης ı3 στο άθροισμα προέρχεται από την
αλλαγή κλίμακας στο χώρο.
Για να ικανοποιήσουμε τη συνθήκη της αρχής του μεγίστου στο εξωτερικό σύ-
νορο του @˝ θεωρούμε τη συνάρτηση σύγκρισης ı C´ı , όπου η βοηθητική συ-






rı n στο ˝;
r´ı nD rı n στο @˝;Z
˝
´ı D 0;
έτσι ώστε η συνάρτηση σύγκρισης ıC´ı να έχει μηδενική κάθετη παράγωγο κατά
κατεύθυνση στο @˝. Για να χρησιμοποιήσουμε την αρχή του μεγίστου η συνάρ-
τηση ´ı πρέπει επίσης να είναι αρμονική στο ˝ και για αυτό το σκοπό πρέπει το
ολοκλήρωμα
R
















όπου το τελευταίο ολοκλήρωμα ισούται με  4 ανεξάρτητα του i . Οπότε, η συ-
νάρτηση ´ı είναι αρμονική αν και μόνο αν ισχύει
xuı D
P




το οποίο είναι ακριβώς το μέσο πεδίο (1.6) όπως προέκυψε από την προσέγγιση μέ-
σου πεδίου για ένα μεμονωμένο σωματίδιο στην αρχή της παραγράφου. Επιπλέον,




Χρησιμοποιώντας την κατασκευή του Λήμματος 3 του άρθρου [36] και ελλει-
πτική θεωρία (βλ. Gilbarg και Trudinger [26]) παίρνουμε την εκτίμηση
k´ıkL1.˝/  C"ı2˛ 3 " supRıi .1Cxuı supRıi /;
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όπου " ένας μικρός θετικός αριθμός.
Εφαρμόζουμε τώρα την αρχή του μεγίστου στη συνάρτηση
fC´ uı   ı  ´ıCCı2˛ 3 " supRıi .1Cxuı supRıi /:
Για μια αρκετά μεγάλη σταθερά C , έστω 2C", τα παρακάτω ισχύουν για την fC:
είναι αρμονική, ισχύει ότι rfC nD 0 στο @˝ από την κατασκευή της ´ı και για
τις σταθερές ci D 1=4ı2˛.Rıi /2 η εκτίμηση (1.8) δίνει ότι




r.uı   ı  ´ı/ n 0:
Συνεπώς, η fC ικανοποιεί τις συνθήκες της αρχής του μεγίστου και άρα ισχύει ότι
fC  0 στο ˝X[Bıi , δηλαδή
uı   ı  ´ı   Cı2˛ 3 " supRıi .1Cxuı supRıi /:
Χρησιμοποιώντας την αρχή του μεγίστου για τη συνάρτηση  v αντί της v, η συ-
νάρτηση
f ´ uı   ı  ´ı  Cı2˛ 3 " supRıi .1Cxuı supRıi /
ικανοποιεί επίσης τις αντίστοιχες συνθήκες και όπως πριν παίρνουμε ότι f   0
στο ˝X[Bıi , δηλαδή
uı   ı  ´ı  Cı2˛ 3 " supRıi .1Cxuı supRıi /:
Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες ανισότητες παίρνουμε ότι
kuı   ı  ´ıkL1.˝X[Bı
i
/  Cı2˛ 3 " supRıi .1Cxuı supRıi /
και το συμπέρασμα προκύπτει από την τριγωνική ανισότητα κάνοντας χρήση της
ομαλότητας της ´ı .
Είναι προφανές ότι η μέθοδος που ακολουθήσαμε στο προηγούμενο λήμμα δεν
αφορά την κρίσιμη περίπτωση ˛ D 3
2
. Για τη συνέχεια, εισάγουμε για τεχνικούς
λόγους ένα νέο εκθέτη  > 0 με την ιδιότητα
ı ´maxfı˛; ı2˛ 3; ı2˛ 3 "g
για ˛ μεγαλύτερο του 3
2
C ".
Ως πόρισμα του προηγούμενου λήμματος παίρνουμε την παρακάτω εκτίμηση
της επιρροής του μέσου πεδίου.
Πόρισμα 1.4. Για χρόνους t 2 .0;T / και  > 0 το χημικό δυναμικό και το μέσο
πεδίο ικανοποιούν την εκτίμηση
kuı   xuıkL1.˝X[Bı
i
/.t/ Cı .1C2supRıi .t//.1Cxuı.t/supRıi .t//:
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/CCı2˛ 3 "supRıj .1Cxuı supRıj /:
Για να εκτιμήσουμε τη νόρμα kı   xuıkL1.˝X[Bı
j
/, από τον ορισμό της 
ı για

























και αφού ισχύει jx xi j  ı˛Rıi στο ˝ X[Bıj , επιχειρηματολογώντας όπως και
στην εκτίμηση (1.8) παίρνουμε ότι
jı.t;x/  xuı.t/j  ı
˛.1CxuıRıi /
1C ı˛Rıi
CCı2˛ 3 supRıj .1Cxuı supRıj /
 C.ı˛C ı2˛ 3 supRıj /.1Cxuı supRıj /:
Συνεπώς, ισχύει η εκτίμηση
kı   xuıkL1.˝X[Bı
j
/  C.ı˛C ı2˛ 3 supRıj /.1Cxuı supRıj /
και τελικά έχουμε ότι
kuı   xuıkL1.˝X[Bı
j
/  C.ı˛C ı2˛ 3 supRıj C ı2˛ 3 " supRıj /.1Cxuı supRıj /:
Χρησιμοποιώντας τον εκθέτη  παίρνουμε την εκτίμηση
kuı   xuıkL1.˝X[Bı
i
/  Cı .1C2supRıi /.1Cxuı supRıi /:
Το παρακάτω λήμμα δίνει μία εκτίμηση του ρυθμού διόγκωσης των σωματι-
δίων, σε αντιστοιχία με την θεωρία LSW στην περίπτωση της ρύθμισης μέσω αντί-
δρασης.







 Cı .1Cxuı supRıi /.1C .1C ı supRıi /.1C2supRıi //:
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Απόδειξη. Έστω wıi το δυναμικό χωρητικότητας της μπάλας B
ı
i σε σχέση με μια




 wıi D 0 στο Bıi XBıi ;
wıi D 0 στο @Bıi ;
wıi D 1 στο Bıi :






















Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (1.2)–(1.4) και τη συνοριακή συνθήκη Neu-























































.uı   xuı/rwıi n;
όπου στην τελευταία ισότητα χρησιμοποιήσαμε τη σχέση (1.12) και προσθαφαιρέ-



























.uı   xuı/rwıi n
ˇˇˇˇ
 ı˛Rıi j TRıi jCkuı   xuıkL1.˝X[Bı
i
/;(1.13)
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όπου στο τελευταίο βήμα χρησιμοποιήσαμε ξανά τη σχέση (1.12). Χρησιμοποιώ-
ντας την εξίσωση (1.4) για το uı στο @Bıi έχουμε ότι
(1.14) Rıi j TRıi j  1CRıi juı j  1CRıi .kuı   xuıkL1.˝X[Bı
i
/Cxuı/:
Αντικαθιστώντας στην (1.13) και χρησιμοποιώντας το Πόρισμα 1.4 παίρνουμε την
τελική εκτίμηση.
Στο επόμενο λήμμα αποδεικνύεται ότι τα φράγματα στις εκτιμήσεις για την
προσέγγιση και το ρυθμό διόγκωσης είναι ομοιόμορφα.
Λήμμα 1.6. Για χρόνους t 2 .0;T / το μέσο πεδίο και οι ακτίνες των σωματιδίων
είναι ομοιόμορφα φραγμένες, δηλαδή ισχύει
xuı.t/ C και supRıi .t/ C:
Απόδειξη. Για το μέσο πεδίο (1.6) ισχύει
xuı D
P
Rıi =.1C ı˛Rıi /P
.Rıi /
2=.1C ı˛Rıi /






















η διατήρηση του συνολικού όγκου δίνει ότι
xuı  C supRıi .1C ı˛ supRıi /
ή, χρησιμοποιώντας τον εκθέτη  ,
(1.15) xuı  C supRıi .1C ı supRıi /:










Τότε, για χρόνους t 2 A, αντικαθιστώντας την (1.15) στην εκτίμηση (1.14) και




2  C sup.Rıi /2CC:






2  C.T /
και άρα Œ0;T A, δηλαδή οι ακτίνες είναι φραγμένες μέχρι το χρόνο T και το ίδιο
ισχύει για το μέσο πεδίο από την εκτίμηση (1.15).
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Τέλος, το επόμενο λήμμα δίνει εκτιμήσεις για τους ρυθμούς διόγκωσης των
σωματιδίων που εξαφανίζονται και θα φανεί χρήσιμο στην επόμενη παράγραφο.
Λήμμα 1.7. Για χρόνους t 2 .0;T / έτσι ώστε Rıi .t/  1=4supt;ı xuı.t/ και για αρ-
κετά μικρό ı ισχύει ότι
  2
Rıi





ti   t Rıi  2
p
ti   t :






ισχύει ότι η διαφορά uı  g ικανοποιεί τις υποθέσεις της αρχής του μεγίστου στο
Λήμμα 1.2 για σταθερές ci D 1=4ı2˛.Rıi /2 δίνοντας ότι uı  g στο ˝ X[Bıi .
Αλλά αφού uı D g στο σύνορο @Bıi , από τη μονοτονία προκύπτει ότι ruı  n 
rg n στο @Bıi και παίρνοντας τα μέσα ολοκληρώματα στο @Bıi έχουμε ότι
TRıi   
1




Επιπλέον, το Λήμμα 1.5 δίνει ότι
TRıi  xuı  
1
Rıi
CCı .1Cxuı supRıi /.1C .1C ı supRıi /.1C2supRıi //:
Χρησιμοποιώντας τώρα την υπόθεση ότι για τις ακτίνες ισχύει Rıi  1=4supt;ı xuı
και αφού από το Λήμμα 1.6 προκύπτει ότι για αρκετά μικρό ı ο όρος της τάξης














ti   t και y2´ 2
p
ti   t
υπολύσεις και υπερλύσεις που αντίστοιχα λύνουν τις εξισώσεις
Ty1 D  1
2y1
και Ty2 D  2
y2
:
Με ένα επιχείρημα σύγκρισης παίρνουμε το δεύτερο συμπέρασμα του λήμματος,
δηλαδή ότι y1 Rıi  y2:
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1.4 Ομογενοποίηση
Για να περάσουμε στο όριο ομογενοποίησης για άπειρα σωματίδια πρέπει
πρώτα να περιγράψουμε τη συνάρτηση πυκνότητας των ακτίνων στο όριο. Ορί-









.t;Rıi .t// για  2 Cc;
δηλαδή για συναρτήσεις .t;R/ συνεχείς και με συμπαγή φορέα στη μεταβλητή
της ακτίνας.
Χρησιμοποιώντας τώρα τις εκτιμήσεις της προηγούμενης παραγράφου μπο-
ρούμε να αποδείξουμε το παρακάτω λήμμα.
Λήμμα 1.8. Για μια υπακολουθία ı! 0 και για μια συνάρτηση xu 2W 1;p.0;T / για
p < 2 ισχύει ότι
xuı ! xu στον L2.0;T /;
uı ! xu στον L2.0;T IH 1.˝//:




 a.t/dt ομοιόμορφα στο χρόνο t;
όπου με a.t/ συμβολίζουμε το ποσοστό των ενεργών σωματιδίων στο όριο.
Απόδειξη. Από το Λήμμα 1.7 έχουμε ότι
supk TRıi kLp.0;T /  C.p/ για p < 2:
Οπότε, από τη διατήρηση του όγκου και το γεγονός ότι οι ακτίνες είναι φραγμένες
παίρνουμε ότι για p < 2 ισχύει το φράγμα ddt xuı

Lp.0;T /
 C supk TRıi kLp.0;T /  C:
Συνεπώς, xuı 2W 1;p.0;T / για p < 2 και η συμπάγεια που προκύπτει από το θεώ-
ρημα Rellich–Kondrachov δίνει ότι το xuı συγκλίνει σε ένα όριο xu στον L2.
Έχοντας υπόψιν ότι το χημικό δυναμικό uı επεκτείνεται σε ολόκληρο το ˝
και χρησιμοποιώντας τα λήμματα της προηγούμενης παραγράφου, η συνάρτηση
ı συγκλίνει στην xu στονL2.˝/ και η uı  ı συγκλίνει ομοιόμορφα στο 0 καθώς
το ı! 0. Συνεπώς, το uı συγκλίνει στο xu στονL2.˝/. Από την ισότητα ενέργειας
του Λήμματος 1.1 έχουμε επιπλέον έλεγχο στη νόρμα kruıkL2 και άρα έχουμε
ισχυρή σύγκλιση στον L2.0;T IH 1.˝//.
Για τα μέτρα ıt ισχύει ότι
kıt k´ supkkCc1
jh;ıt ij  1
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στη νόρμα του .Cc/, οπότε για μια υπακολουθία ı ! 0 ισχύει ότι τα μέτρα ıt
συγκλίνουν ασθενώς-* στα t . Επιπλέον, για θετικές συναρτήσεις  τα οριακά μέ-
τρα t είναι μη αρνητικά και προκύπτει ότι μηδενίζονται όταν δεν υπάρχουν πλέον
σωματίδια στο σύστημα.










Ο λόγος N=Ni είναι το ποσοστό των ενεργών σωματιδίων στο χρόνο t . Ο λόγος
αυτός είναι φραγμένος από το 1 και φθίνει, άρα είναι ομοιόμορφα φραγμένος στο
χώρο BV.0;T / και από τη συμπαγή εμβάπτιση του BV.0;T /\L1.0;T / στον
L2.0;T / συγκλίνει στονL2 για μια υπακολουθία ı! 0 σε ένα όριο a 2BV.0;T /.
Αν προβάλουμε τώρα το μέτρο t στο διάστημα Œ0;T , παίρνουμε ότι για την
προβολή ισχύει
projŒ0;T  t D a.t/dt
και από το [23, Κεφ. 1, Θεώρ. 10] προκύπτει το τελικό αποτέλεσμα για τη σύγκλιση
των μέτρων.
Ολοκληρώνουμε με το παρακάτω θεώρημα όπου αποδεικνύεται ότι το οριακό
μέτρο t ικανοποιεί ασθενώς την εξίσωση LSW. Στη διατύπωση του θεωρήματος

























για ομαλές συναρτήσεις 2C1c .Œ0;T /RC/ με συμπαγή φορέα, όπου το μέσο πεδίο






Απόδειξη. Ξεκινάμε υπολογίζοντας το όριο xu.t/ του μέσου πεδίου. Για μια συνεχή






























Έστω τώρα μια ομαλή συνάρτηση  με συμπαγή φορέα, όπως στη διατύπωση













































Το τελικό αποτέλεσμα προκύπτει παίρνοντας το όριο για μια υπακολουθία ı! 0
και χρησιμοποιώντας την ισχυρή σύγκλιση του xuı .
Κλείνοντας, σημειώνουμε ότι η καλή τοποθέτηση (ύπαρξη, μοναδικότητα και
συνεχής εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες) της ασθενούς διατύπωσης (1.16) μπο-
ρεί να μελετηθεί με τις μεθόδους των Niethammer και Pego στα άρθρα [39, 40].
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Θεωρούμε το πρόβλημα της εξαγωγής συνθηκών για τις γωνίες που εμφανίζο-
νται στις τριπλές συμβολές διάχυτων διεπιφανειών στον τριδιάστατο χώρο μέσω
της ελλειπτικής διανυσματικής εξίσωσης Allen–Cahn
(2.1) u ruW.u/D 0
για απεικονίσεις u W R3! R3 και ένα δυναμικό W W R3! R με τρία ελάχιστα. Η
διανυσματική εξίσωση (2.1) είναι αντίστοιχη της γνωστής βαθμωτής ελλειπτικής
εξίσωσης
(2.2) u W 0.u/D 0
για συναρτήσεις u W R3 ! R και ένα δυναμικό W W R! R με δύο ελάχιστα, την
οποία εισήγαγαν οι Allen και Cahn [12] για να περιγράψουν την κίνηση του συ-
νόρου ανάμεσα σε δύο φάσεις. Σε αυτή την περίπτωση η απεικόνιση u είναι μια
παράμετρος τάξης η οποία συμβολίζει τις φάσεις που συνυπάρχουν κατά το φυ-
σικό φαινόμενο του διαχωρισμού φάσεων. Τη διανυσματική εκδοχή εισήγαγαν οι
Bronsard και Reitich [18] ως γενίκευση για περισσότερες από δύο φάσεις (βλ. επί-
σης Rubinstein, Sternberg και Keller [45]). Ας σημειωθεί ότι και οι δύο εξισώσεις
είναι ελλειπτικές εκδοχές αντίστοιχων προβλημάτων εξέλιξης στα οποία εμφανίζε-
ται μια μικρή παράμετρος " που συμβολίζει το πάχος των διεπιφανειών και ότι είναι
επίσης εξισώσεις Euler–Lagrange συναρτησοειδών ενέργειας, οι ελαχιστοποιητές
των οποίων σχετίζονται με ελαχιστικές επιφάνειες (βλ. Modica και Mortola [32],
Modica [31] και Baldo [14]).
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Για το πρόβλημα των γωνιών που εμφανίζονται στην περίπτωση συμπλεγμάτων
από σαπωνοειδείς μεμβράνες στις τρεις διαστάσεις, οι κλασικές συνθήκες Plateau
αναφέρουν ότι
1. τρεις σαπωνοειδείς μεμβράνες ενώνονται με ομαλό τρόπο και υπό ίσες γω-
νίες 120 μοιρών κατά μήκος μιας καμπύλης,
2. τέσσερις τέτοιες καμπύλες ενώνονται με ομαλό τρόπο και υπό ίσες γωνίες
περίπου 109 μοιρών σε ένα σημείο.
Οι παραπάνω νόμοι ισχύουν στην ισοτροπική (συμμετρική) περίπτωση των σαπω-
νοειδών επιφανειών, η οποία αντιστοιχεί σε συστήματα ελαχιστικών επιφανειών
(βλ. Dierkes κ.ά. [22, §4.15.7]). Οι γωνίες των 120 μοιρών στην πρώτη συνθήκη
είναι οι γωνίες των οποίων το συνημίτονο είναι  1
2
, ίσες δηλαδή με τις γωνίες που
εμφανίζονται στις ισοτροπικές τριπλές συμβολές στις δύο διαστάσεις, ενώ οι γω-
νίες των περίπου 109 μοιρών στη δεύτερη συνθήκη είναι οι γωνίες των οποίων το
συνημίτονο είναι  1
3
(ίσες με τη λεγόμενη γωνία Maraldi). Στη μη ισοτροπική πε-
ρίπτωση μειγμάτων ρευστών που έχουν την ιδιότητα να μην αναμειγνύονται οι πα-
ραπάνω γωνίες δεν είναι πάντα ίσες μεταξύ τους και οι τιμές τους εξαρτώνται από
τους συντελεστές επιφανειακής τάσης του κάθε ρευστού, όπως στην περίπτωση
συστημάτων επιφανειών σταθερής μέσης καμπυλότητας. Σε αυτή την περίπτωση
οι γωνίες στις τέσσερις τριπλές συμβολές προσδιορίζουν τις γωνίες στο σημείο της
τετραπλής συμβολής.
Όσον αφορά την εξίσωση (2.1), στο άρθρο [18] οι συγγραφείς απέδειξαν την
ύπαρξη και μοναδικότητα λύσεων για μικρούς χρόνους για το παραβολικό δια-
νυσματικό "-πρόβλημα στην περίπτωση τριπλών συμβολών στο επίπεδο και χρη-
σιμοποιώντας ασυμπτωτικά αναπτύγματα έδειξαν ότι η λύση διαχωρίζει το πεδίο
ορισμού της σε χωρία όπου είναι περίπου ίση με ένα από τα τρία ελάχιστα του δυ-
ναμικού. Στη συνέχεια, αλλάζοντας κλίμακα χώρου γύρω από την τριπλή συμβολή
και σε αργή κλίμακα χρόνου, έδειξαν επίσης ότι ο πρώτος όρος του ασυμπτωτικού
αναπτύγματος της λύσης είναι ανεξάρτητος του χρόνου και ικανοποιεί την εξίσωση
(2.1). Επιπλέον, κοντά στην τριπλή συμβολή οι διεπιφάνειες επιπεδοποιούνται (γί-
νονται ευθείες στις δύο διαστάσεις) και από τη συναρμογή των ασυμπτωτικών ανα-
πτυγμάτων προκύπτει ότι το όριο κατά μήκος κατευθύνσεων παράλληλων σε μια
διεπιφάνεια εξαρτάται μόνο από την απόσταση από αυτήν.
Για τις δύο διαστάσεις αναφέρουμε επίσης τα αυστηρά αποτελέσματα ύπαρ-
ξης των Bronsard, Gui και Schatzman [17] για δυναμικά με τρία ελάχιστα και των
Alama, Bronsard και Gui [1] για δυναμικά με περισσότερα ελάχιστα, κάτω από
υποθέσεις συμμετρίας (βλ. επίσης και Sáez Trumper [46]). Στις τρεις διαστάσεις οι
Gui και Schatzman [27] απέδειξαν ύπαρξη λύσεων για δυναμικά με τέσσερα ελά-
χιστα, ξανά κάτω από υποθέσεις συμμετρίας, ενώ οι Alikakos και Fusco [10, 3, 24]
απέδειξαν ύπαρξη λύσεων σε όλες τις διαστάσεις για δυναμικά με πολλά ελάχι-
στα, επίσης κάτω από υποθέσεις συμμετρίας (αναλλοίωτο του δυναμικού ως προς
πεπερασμένες ομάδες ανακλάσεων). Τέτοιου είδους λύσεις διαχωρίζουν το πεδίο
ορισμού τους σε χωρία όπου είναι περίπου ίσες με τα ελάχιστα του δυναμικού μέσω
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επίπεδων διάχυτων διεπιφανειών. Όσον αφορά το πρόβλημα του διαχωρισμού στις
τρεις διαστάσεις, η Taylor [49] ταξινόμησε όλους τους πιθανούς κώνους με αυτή
την ιδιότητα και απέδειξε ότι οι μόνοι τοπικά ελαχιστοποιούντες κώνοι είναι το επί-
πεδο, μια τριπλή συμβολή επιπέδων που τέμνονται κατά μήκος μιας ευθείας υπό
γωνίες 120 μοιρών και ένα σύμπλεγμα έξι επιπέδων που τέμνονται με τετραεδρική
συμμετρία σε ένα σημείο, ακριβώς όπως στις συνθήκες Plateau. Αντίστοιχα αυ-
στηρά αποτελέσματα σε παραπάνω διαστάσεις δεν είναι διαθέσιμα (βλ. Morgan
[33, Κεφ. 13] για περισσότερες πληροφορίες).
Στη συνέχεια, θα περιοριστούμε στην τριδιάστατη περίπτωση και θα θεωρή-
σουμε ομοιόμορφα φραγμένες ολικές λύσεις της (2.1), όπως κατασκευάζονται στα
άρθρα [10, 3, 24]. Θεωρώντας ένα δυναμικό W με τρία ελάχιστα, τέτοιου είδους
λύσεις διαχωρίζουν το χώρο R3 σε τρία χωρία τα οποία χωρίζονται μέσω τριών
επίπεδων διεπιφανειών που τέμνονται κατά μήκος μιας ευθείας. Την ευθεία αυτή
την καλούμε ράχη της τριπλής συμβολής. Στη συμμετρική περίπτωση η παραπάνω
διάταξη είναι ακριβώς ένας από τους δύο ιδιόμορφους ελαχιστοποιούντες κώνους
για το αντίστοιχο πρόβλημα Plateau.
Όσον αφορά το πρόβλημα των συνθηκών για τις γωνίες στις τριπλές συμβολές,









για τις γωνίες 1, 2, 3 ανάμεσα στις διεπιφάνειες μιας τριπλής συμβολής στο
επίπεδο, όπου οι συντελεστές  σχετίζονται με την επιφανειακή τάση στις διεπι-
φάνειες μεταξύ γειτονικών φάσεων. Η σχέση αυτή ονομάζεται νόμος του Young
από το έργο του Young [53], ο οποίος μελέτησε τη γωνία επαφής ενός σταγονι-
δίου που βρίσκεται πάνω σε ένα επίπεδο στερεό υπόστρωμα. Μια άλλη ονομασία
είναι τρίγωνο του Neumann από το έργο του Neumann [35], ο οποίος χρησιμοποί-
ησε τη σχέση αυτή για τριπλές συμβολές διεπιφανειών ανάμεσα σε ρευστά (βλ.
Minkowski [30, §4]). Στις τρεις διαστάσεις οι γωνίες σε μια τριπλή συμβολή ικα-
νοποιούν επίσης το νόμο του Young, ενώ οι γωνίες σε μια τετραπλή συμβολή είναι
γεωμετρική συνέπεια των γωνιών των τεσσάρων τριπλών συμβολών που την απο-
τελούν (βλ. Bronsard, Garcke και Stoth [16] για τον υπολογισμό), δηλαδή για μια
τετραπλή συμβολή η δεύτερη συνθήκη Plateau είναι απόρροια της πρώτης, η οποία
είναι η ισοτροπική εκδοχή του νόμου του Young.
Ο στόχος μας στη συνέχεια είναι να εξαγάγουμε με αυστηρό τρόπο το νόμο
του Young για τριπλές συμβολές στις τρεις διαστάσεις ως ιδιότητα των λύσεων που
ικανοποιούν τις παρακάτω δύο υποθέσεις (οι οποίες θα περιγραφούν ακριβέστερα
στην παράγραφο 2.2.) Σημειώνουμε ότι για συμμετρικές λύσεις οι υποθέσεις αυτές
είναι θεωρήματα (βλ. [10, 3, 24, 11]).
Υπόθεση 1. Στο εσωτερικό των χωρίων και κατά μήκος κατευθύνσεων που εκτείνο-
νται από τη ράχη της τριπλής συμβολής προς το άπειρο οι λύσεις συγκλίνουν εκθετικά
στα αντίστοιχα ελάχιστα του δυναμικού.
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Υπόθεση 2. Στο εσωτερικό των χωρίων και κατά μήκος κατευθύνσεων που εκτείνο-
νται στο άπειρο και παραμένουν παράλληλες σε μια διεπιφάνεια αλλά όχι παράλληλες
στη ράχη της τριπλής συμβολής οι λύσεις συγκλίνουν σημειακά σε συνδέσεις, δηλαδή
σε απεικονίσεις με όρισμα την απόσταση από τη διεπιφάνεια και με την ιδιότητα να
συνδέουν τα ελάχιστα του δυναμικού οριακά στο συν και πλην άπειρο.
Η απόδειξη χρησιμοποιεί το γεγονός ότι η εξίσωση (2.1) είναι μια σχέση μη-
δενικής απόκλισης για έναν τανυστή τάσης, ο οποίος εμφανίστηκε στο άρθρο [2]
για το συγκεκριμένο πρόβλημα (βλ. και [6] για επιπλέον πληροφορίες σχετικά με
την προέλευσή του). Για το αντίστοιχο πρόβλημα στις δύο διαστάσεις η απόδειξη
στο άρθρο [18] στηρίζεται σε ασυμπτωτική ανάλυση, ενώ η απόδειξη στο άρθρο
[25] είναι πιο κοντά στο δικό μας πνεύμα αλλά χρησιμοποιεί ταυτότητες τύπου
Pohozaev αντί για τον τανυστή τάσης (βλ. [6] για τη σύνδεση ανάμεσα στα δύο).
Το υπόλοιπο του κεφαλαίου αποτελείται από δύο παραγράφους. Στην παρά-
γραφο 2.2 διατυπώνουμε το πρόβλημα και όλες τις απαραίτητες υποθέσεις και το
γράφουμε σε μορφή μηδενικής απόκλισης μέσω του τανυστή τάσης. Στην παρά-
γραφο 2.3 εφαρμόζουμε το θεώρημα της απόκλισης σε μια μπάλα για την οποία στη
συνέχεια παίρνουμε το όριο στο άπειρο, αφού πρώτα τη διαιρέσουμε σε κατάλληλα
μέρη. Αυτή η διαίρεση περιλαμβάνει μια εγχείρηση γύρω από την ιδιομορφία η
οποία εμφανίζεται στην τομή της επιφάνειας ολοκλήρωσης με τη ράχη της τριπλής
συμβολής και μια διαίρεση του υπόλοιπου με τρόπο τέτοιο ώστε να χρησιμοποιη-
θούν οι υποθέσεις για τις λύσεις στο άπειρο, δηλαδή η Υπόθεση 1 μακριά από τις
διεπιφάνειες και η Υπόθεση 2 σε φιξαρισμένες αποστάσεις από αυτές. Το τελικό
αποτέλεσμα είναι ο νόμος του Young με τη μορφή μιας σχέσης ισορροπίας δυνά-
μεων για τις συγκαθέτους των τριών διεπιφανειών, η οποία είναι ισοδύναμη με τη
σχέση (2.3).
2.2 Διατύπωση του προβλήματος και προκαταρκτικά
Θεωρούμε την εξίσωση (2.1)
u ruW.u/D 0
για u W R3! R3 καιW W R3! R, όπου ruW.u/D .@W=@u1;@W=@u2;@W=@u3/.
Το δυναμικό W θεωρείται κλάσης C 2, μη αρνητικό και με τρία μη εκφυλισμένα
ολικά ελάχιστα στα σημεία a1, a2, a3, δηλαδή W.a1/DW.a2/DW.a3/D 0 με
W.u/ > 0 αλλού. Επιπλέον, για το W έχουμε την απαίτηση να υπάρχει M > 0
τέτοιο ώστε W.su/  W.u/ για s  1 και juj D M . Τέλος, δεν κάνουμε καμία
υπόθεση συμμετρίας για το W .
Όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 2.1, θεωρούμε λύσεις που διαχωρίζουν το
πεδίο ορισμού τους σε τρία χωρία μέσω τριών διάχυτων επίπεδων διεπιφανειών.
Διακρίνουμε τρία χωρίαCi στοR3 για i D 1;2;3, έτσι ώστε το χωρίοCi να περιέχει
το ελάχιστο ai και  ij να είναι η διεπιφάνεια που χωρίζει τα χωρία Ci και Cj
(με  ij   j i ). Για κάθε χωρίο Ci έχουμε ότι αν x 2 Ci , τότε x 2 Ci για  > 0
(ιδιότητα κώνου).
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Για την επιλογή του συστήματος συντεταγμένων θεωρούμε ότι η αρχή των αξό-
νων βρίσκεται στη ράχη της τριπλής συμβολής, την οποία ταυτίζουμε με τον άξονα
x3, και επιπλέον ταυτίζουμε τη διεπιφάνεια  12 με το ημιεπίπεδο x1 D 0, x2  0,
x3 2R, έτσι ώστε η συντεταγμένη x1 να μετράει την απόσταση από τη διεπιφάνεια
 12. Θυμίζουμε εδώ τις σφαιρικές συντεταγμένες στις τρεις διαστάσεις, δηλαδή
x1 D r cos1 sin2; x2 D r sin1 sin2; x3 D r cos2;
για μια γωνία αζιμούθιου 1 2 Œ0;2/, μια πολική γωνία 2 2 Œ0; και για r  0.
Με όρους του αζιμούθιου 1 η διεπιφάνεια  12 βρίσκεται στη γωνία 1 D 2 .
Οι ομοιόμορφα φραγμένες ολικές λύσεις που θεωρούμε ικανοποιούν το φράγμα
(2.4) ju.x/j< C
ομοιόμορφα σε όλο το R3. Χρησιμοποιώντας αυτό το φράγμα και γραμμική ελλει-
πτική θεωρία παίρνουμε επίσης το φράγμα
(2.5) jru.x/j< C
ομοιόμορφα σε όλο το R3.
Για τέτοιου είδους λύσεις έχουμε δύο υποθέσεις. Η πρώτη αφορά το γεγονός
ότι οι λύσεις συγκλίνουν εκθετικά στα αντίστοιχα ελάχιστα στο εσωτερικό κάθε
χωρίου. Η υπόθεση αυτή έχει επιβεβαιωθεί κάτω από απαιτήσεις συμμετρίας για
το δυναμικό από διάφορους συγγραφείς (βλ. [17, 27, 10, 3, 24]) και εμείς εδώ υπο-
θέτουμε ότι ισχύει γενικά.
Υπόθεση 1 (Εκθετική εκτίμηση). Στο εσωτερικό του χωρίου Ci ισχύει
(2.6) ju.x/ ai j< e dist.x;@Ci /;
όπου @Ci D[i¤j ij .
(Χρησιμοποιούμε το συμβολισμό X <Y για την εκτίμηση X  CY , όπου C στα-
θερά.)
Η δεύτερη υπόθεση είναι ότι κατά μήκος κατευθύνσεων παράλληλων στις διε-
πιφάνειες οι λύσεις συγκλίνουν σε μονοδιάστατες ετεροκλινικές συνδέσεις Uij W
R! R3 οι οποίες συνδέουν τα ελάχιστα ai , aj στο άπειρο με την έννοια ότι
lim
! 1Uij ./D ai και lim!C1Uij ./D aj ;
όπου  είναι η απόσταση από τη διεπιφάνεια  ij (βλ. [48, 9, 5] για περισσότερες
πληροφορίες). Η Υπόθεση 2 έχει επίσης επιβεβαιωθεί για συμμετρικά δυναμικά
κάτω από επιπλέον υποθέσεις μοναδικότητας και υπερβολικότητας των συνδέσεων
[11].
Υπόθεση 2 (Υπόθεση σύνδεσης). Κατά μήκος κατευθύνσεων παράλληλων σε μια
διεπιφάνεια  ij οι λύσεις συγκλίνουν σημειακά σε μια μονοδιάστατη σύνδεσηUij ./
με όρισμα την απόσταση από τη διεπιφάνεια, δηλαδή
(2.7) lim
jxj!C1
u.x/D Uij ./ για φιξαρισμένες τιμές ´ dist.x; ij /:
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Οι οριακές αυτές απεικονίσεις είναι λύσεις του αντίστοιχου χαμιλτονιανού συ-
στήματος συνήθων διαφορικών εξισώσεων
UUij  rW.Uij /D 0
με την ιδιότητα να συνδέουν τα ελάχιστα του W στο άπειρο. Ορίζουμε ως δράση
μιας τέτοιας σύνδεσης τη μη αρνητική ποσότητα






j TUij j2CW.Uij /

d





j TUij j2 DW.Uij /:
Στη συνέχεια θα επαναδιατυπώσουμε την εξίσωση (2.1) μέσω του αντίστοι-
χου τανυστή τάσης (βλ. [2] για περισσότερες πληροφορίες). Ορίζουμε τον τανυστή
τάσης






για απεικονίσεις u W Rn ! Rm, όπου u;i D @u=@xi και όπου με την τελεία συμ-
βολίζουμε το ευκλείδειο εσωτερικό γινόμενο στο χώρο Rm. Στις τρεις διαστάσεις
(δηλαδή για nD 3) είναι ο 33 συμμετρικός πίνακας
T .u/D 1
2
  ju;1j2 ju;2j2 ju;3j2 2W.u/ 2u;1 u;2 2u;1 u;3
2u;2 u;1 ju;2j2 ju;1j2 ju;3j2 2W.u/ 2u;2 u;3
2u;3 u;1 2u;3 u;2 ju;3j2 ju;1j2 ju;2j2 2W.u/

με την ιδιότητα
(2.11) divT D .ru/>.u ruW.u//;
δηλαδή ο T έχει μηδενική απόκλιση όταν εφαρμόζεται σε λύσεις της εξίσωσης
(2.1).
Σημειώνουμε επίσης ότι ο T παραμένει αναλλοίωτος κάτω από στροφές του
συστήματος συντεταγμένων, δηλαδή μετασχηματίζεται σαν τανυστική ποσότητα.
Έστω ένας ορθογώνιος μετασχηματισμόςQ και ένα νέο σύστημα συντεταγμένων
x0 DQx. Αν u0 είναι η απεικόνιση που δρα στις νέες συντεταγμένες, με u0.x0/D
u.x/, ο κανόνας της αλυσίδας δίνει ότι η κλίση μετασχηματίζεται σύμφωνα με τη
σχέση r 0u0DQru, όπου ο τόνος συμβολίζει ότι οι παράγωγοι υπολογίζονται στο
νέο σύστημα συντεταγμένων. Τότε, για το μετασχηματισμένο τανυστή T 0, ο οποίος
δίνεται από το μετασχηματισμό ομοιότητας
T 0 DQTQ>;
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λόγω της μορφής των στοιχείων στη σχέση (2.10) και τη συνέχεια του δυναμικού
W ισχύει ότι







όπου ξανά ο τόνος συμβολίζει ότι ο τανυστής υπολογίζεται στο νέο σύστημα συντε-
ταγμένων. Δηλαδή, ο μετασχηματισμένος τανυστής έχει ακριβώς την ίδια έκφραση
με τον αρχικό εκτός από το γεγονός ότι δρα στο νέο σύστημα συντεταγμένων.
Τέλος, διατυπώνουμε χωρίς απόδειξη δύο λήμματα τα οποία θα χρησιμοποι-
ήσουμε στη συνέχεια. Το πρώτο είναι συνέπεια της Υπόθεσης 1 και γραμμικής
ελλειπτικής θεωρίας, ενώ το δεύτερο είναι συνέπεια της Υπόθεσης 2 και του θεω-
ρήματος Arzelà–Ascoli.
Λήμμα 2.1. Οι λύσεις της εξίσωσης (2.1) ικανοποιούν την εκτίμηση κλίσης
(2.12) jru.x/j< e dist.x;@Ci / για x 2 Ci :
Επιπλέον, μια παρόμοια εκτίμηση ισχύει για το δυναμικό W.u/, δηλαδή
(2.13) jW.u.x//j< e dist.x;@Ci / για x 2 Ci :
Λήμμα 2.2. Για τις λύσεις της εξίσωσης (2.1) ισχύουν τα παρακάτω σημειακά όρια.
(2.14) limu;1.x/D TU.x1/ καθώς x2!C1; x3!C1
και
(2.15) limu;i .x/D 0 καθώς x2!C1; x3!C1; για i D 2;3;
όπου χωρίς περιορισμό της γενικότητας* θεωρήσαμε ένα σύστημα συντεταγμένων
τέτοιο ώστε το x1 να είναι η απόσταση από μια διεπιφάνεια.
2.3 Εξαγωγή του νόμου του Young
Στην παράγραφο αυτή θα αποδείξουμε το παρακάτω θεώρημα.
Θεώρημα. Για τις γωνίες επαφής στη ράχη μιας τριπλής συμβολής τριών διεπιφα-
νειών  12,  23,  31 ισχύει ο νόμος του Young με τη μορφή της παρακάτω σχέσης
ισορροπίας δυνάμεων, δηλαδή
(2.16) 1212C2323C3131 D 0;
όπου ij είναι η δράση της σύνδεσης Uij κάθε διεπιφάνειας  ij και ij η αντίστοιχη
μοναδιαία συγκάθετος, δηλαδή ένα μοναδιαίο διάνυσμα το οποίο είναι εφαπτόμενο
στη διεπιφάνεια  ij και κάθετο στο σύνορό της (στη ράχη).
*Λόγω του αναλλοίωτου της Λαπλασιανής κάτω από στροφές και της συνέχειας τωνW καιruW .
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Απόδειξη. Δεδομένου ότι οι λύσεις της εξίσωσης (2.1) τις οποίες θεωρούμε έχουν
κατασκευαστεί ως ελαχιστοποιητές σε μπάλες (βλ. [10, 3, 24] για τη μεταβολική
διατύπωση του προβλήματος), θεωρούμε μια μπάλα BR με κέντρο το .0;0;2R/
έτσι ώστε να εφαρμόσουμε το θεώρημα της απόκλισης χρησιμοποιώντας τη σχέση




















έτσι ώστε να χρησιμοποιήσουμε τις υποθέσεις για τις λύσεις στο άπειρο. Σημειώ-
νουμε ότι επιλέξαμε το κέντρο τηςBR με τέτοιο τρόπο ώστε για .x1;x2;x3/ 2 @BR
να ισχύει x3 ¤ 0 και x3!C1 καθώς R!C1.
Η εφαρμογή του θεωρήματος της απόκλισης στο πρόβλημά μας είναι περί-
πλοκη λόγω του ότι η επιφάνεια ολοκλήρωσης τέμνει τη ράχη σε δύο σημεία στα
οποία δεν έχουμε πληροφορίες για τη συμπεριφορά των λύσεων. Στη συγκεκρι-
μένη διατύπωση του προβλήματος τα δύο αυτά σημεία είναι οι δύο πόλοι της @BR
στα σημεία .0;0;R/ και .0;0;3R/. Για να παρακάμψουμε το πρόβλημα αυτό θα
κάνουμε μια εγχείρηση επιλέγοντας θόλους κατάλληλου μεγέθους γύρω από το
βόρειο και το νότιο πόλο της σφαίρας. Για αυτό το σκοπό, έστω  2.R/ μια μικρή
πολική γωνία η οποία ορίζει τους θόλους C (βλ. Σχήμα 2.1), όπου με C συμβολί-
ζουμε την ένωση των δύο θόλων στους πόλους. Απαιτούμε να ισχύει
(2.18) R sin 2.R/!C1 καθώς R!C1;
έτσι ώστε η απόσταση του συνόρου των θόλων από τη ράχη να αυξάνεται καθώς το
R!C1, συνθήκη η οποία επίσης δίνει ότι η γεωδαισιακή ακτίνα R 2.R/ των
θόλων αυξάνεται καθώς το R!C1. Επιπλέον, απαιτούμε να ισχύει
(2.19) R 2.R/2! 0 καθώς R!C1;
έτσι ώστε το κανονικοποιημένο εμβαδό των θόλων (με την παρακάτω έννοια) να
ελαττώνεται καθώς το R ! C1. Πριν υπολογίσουμε το εμβαδό αυτό σημειώ-
νουμε ότι η συνθήκη (2.19) δίνει επίσης ότι
(2.20)  2.R/! 0 καθώς R!C1:
Το κανονικοποιημένο εμβαδό των θόλων μπορεί εύκολα να υπολογιστεί ως επιφα-











R2 sin2 d2 d1 D 4R.1  cos 2/:









Σχήμα 2.1: Η σφαίρα @BR με κέντρο στη ράχη, με δύο θόλους πολικής γωνίας
 2.R/ και μια λωρίδα γεωδαισιακής απόστασης R 1.R/ εκατέρωθεν της τομής
της διεπιφάνειας  12 με τη σφαίρα @BR.
Χρησιμοποιώντας τη συνθήκη (2.20) έχουμε ότι .1 cos 2.R//DO. 2.R/2/, η








Για να συνοψίσουμε, επιλέξαμε το μέγεθος των θόλων αρκετά μικρό ώστε να μην
παίζει ρόλο στην ολοκλήρωση, αλλά ταυτόχρονα αρκετά μεγάλο ώστε να βρισκό-
μαστε πάντα μακριά από την ιδιομορφία της ράχης. Ως αποτέλεσμα, για το ολο-

















όπου χρησιμοποιήσαμε τα φράγματα (2.4), (2.5) και την εκτίμηση (2.13) του Λήμ-
ματος 2.1 για να φράξουμε τη νόρμα Frobenius jT j με μια σταθερά. Χρησιμοποιώ-







T  dS D 0:
Στην υπόλοιπη σφαίρα θα εργαστούμε ξεχωριστά για κάθε διεπιφάνεια που την
τέμνει. Για τη διεπιφάνεια  12, η οποία βρίσκεται σε γωνία αζιμούθιου 1 D 2 ,










για μια σταθερή γωνία ı, έτσι ώστε καμία άλλη διεπιφάνεια να μην τέμνει τον
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διακρίνουμε δύο μέρη στο σύνολο S X .S \C /, μια περιοχή γύρω από το με-
σημβρινό στην τομή της διεπιφάνειας με τη σφαίρα και το υπόλοιπο. Θεωρούμε
το σύνολο N  S X .S \C / έτσι ώστε N να είναι η λωρίδα που περιέχεται
ανάμεσα σε δύο επίπεδα παράλληλα στη διεπιφάνεια  12, ένα στο χωρίο C1 και
ένα στο C2, και σε ίση απόστασηR sin 1.R/ εκατέρωθέν της (βλ. Σχήμα 2.1). Για
τη γωνία  1.R/ απαιτούμε να ικανοποιεί τη συνθήκη
(2.22)  1.R/ <  2.R/ με
p
2sin 1.R/ < sin 2.R/;
έτσι ώστε η γωνία αζιμούθιου  1 που ορίζει το πάχος της λωρίδας N στον ιση-
μερινό της @BR να είναι αυστηρά μικρότερη από την πολική γωνία  2 που ορίζει
τους θόλους. Αυτή η συνθήκη αναγκάζει τη λωρίδα N να είναι υποσύνολο του
συνόλουS X .S \C /. Επιπλέον, απαιτούμε ότι
(2.23) R sin 1.R/!C1 καθώς R!C1;
έτσι ώστε η απόσταση της διεπιφάνειας από τα δύο επίπεδα που ορίζουν τηνN να
αυξάνεται καθώς το R!C1. Από τις συνθήκες (2.22) και (2.20) έχουμε επίσης
ότι
(2.24)  1.R/! 0 καθώς R!C1:
Ένα παράδειγμα γωνιών  1,  2 που ικανοποιούν όλες τις παραπάνω απαιτήσεις
είναι
 1.R/DR 4=5 και  2.R/DR 3=4
με τη συνθήκη (2.22) να ισχύει για R > 1025 για τη συγκεκριμένη επιλογή.
Χρησιμοποιώντας τον παρακάτω διαμερισμό του συνόλουS X .S \C /,





















κάνοντας χρήση των εκτιμήσεων (2.12), (2.13) του Λήμματος 2.1 για την εκτίμηση
της νόρμας jT j από το εκθετικό και λόγω του γεγονότος ότι το χωρίο της ολοκλή-
ρωσης είναι της τάξηςO.R2/. Τελικά, παίρνοντας το όριο καθώς τοR!C1 και







T  dS D 0:
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Στρεφόμαστε τώρα στο τελευταίο κομμάτι, που είναι το ολοκλήρωμα στη λω-








sin2 2  sin2 1;R

και x3 2 .2R 
Rcos 2;2RCRcos 2/, όπου το σημείο x1 D x2 D x3 D 0 είναι η αρχή των
αξόνων, η οποία δεν είναι το κέντρο της σφαίρας. Ορίζουμε y1 D x1, y2 D x2 και
y3D x3 2R, έτσι ώστε να ισχύει .y1;y2;y3/2 @BR με y21Cy22Cy23 DR2. Τότε,












sin2 2  sin2 1;R

;
y3 2 . Rcos 2;Rcos 2/:





























T  dS D 1
R










και v;i .y/D u;i .x/ για i D 1;2;3, οπότε T .v.y//D T .u.x//.
Για να πάρουμε το όριο καθώς το R!C1 στην εξίσωση (2.27) και να εφαρ-
μόσουμε τις Υποθέσεις 1 και 2 χρησιμοποιούμε το θεώρημα κυριαρχημένης σύ-
γκλισης του Lebesgue. Οι συνιστώσες της υπό ολοκλήρωση διανυσματικής ποσό-










για i D 1;2;3
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χρησιμοποιώντας την αθροιστική σύμβαση. Για να ελέγξουμε αν εφαρμόζεται η
κυριαρχημένη σύγκλιση για κάθε συνιστώσα γράφουμε το αντίστοιχο ολοκλήρωμα














όπου  είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση, και θα θέλαμε να δείξουμε ότι η ποσό-
τητα εντός παρενθέσεων φράσσεται από μια ολοκληρώσιμη συνάρτηση του y1.
Χρησιμοποιώντας τις εκτιμήσεις (2.12) και (2.13) του Λήμματος 2.1, στην N
ισχύει η εκτίμηση jTij .v/j< e jy1j η οποία δίνει ότιˇˇˇˇ
1
R









































dy3 για j D 1;2;3
ισχυριζόμαστε ότι Ij  2 για j D 1;2;3 και συνεπώς η κυριαρχημένη σύγκλιση
ισχύει στο όριο R!C1.
Για j D 1, χρησιμοποιώντας τις ακραίες τιμές των y1, y2 στα διαστήματα



























dy3 D 2cos 2  2;
λόγω του ότι ισχύει sin 1 <
q
sin2 2  sin2 1 από τη συνθήκη (2.22).











dy3 D 2cos 2  2;
λόγω του ότι ισχύει y2 > 0 στηνN .
Τέλος για j D 3, αλλάζουμε μεταβλητές
Qy3 D 1
R
y3 με d Qy3 D 1
R
dy3
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1  sin2 1  Qy23




1  sin2 1  Qy23
d Qy3;
λόγω του ότι η συνάρτηση j Qy3j
.q
1  sin2 1  Qy23 είναι άρτια. Το τελευταίο ολο-




















sin2 2  sin2 1  2cos 1  2:
Για να ολοκληρώσουμε τον υπολογισμό του ορίου καθώς το R! C1 στη
σχέση (2.27) διακρίνουμε τα παρακάτω όρια στηνN ως συνέπεια της Υπόθεσης















Χρησιμοποιώντας τις ακραίες τιμές των διαστημάτων στη σχέση (2.26) και τη συν-






































! 0 καθώς R!C1;
όπου στο τελευταίο όριο χρησιμοποιήσαμε επίσης τη συνθήκη (2.23) για το όριο
του παρονομαστή. Χρησιμοποιώντας τώρα τις σχέσεις (2.30), (2.31) και λόγω του
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ότι τα στοιχεία του T είναι φραγμένα από μια σταθερά από τις σχέσεις (2.4), (2.5)














δηλαδή μόνο οι συνιστώσες για την τιμή j D 2 στη σχέση (2.28) δεν μηδενίζονται






















































μέσω της αλλαγής μεταβλητών y3 DR Qy3, η οποία δίνει
lim
R!C1












κάνοντας κατάχρηση του συμβολισμού για την παράγωγο v;3. Περνώντας το όριο
στο τελευταίο ολοκλήρωμα και χρησιμοποιώντας τις συνθήκες (2.20) και (2.23),




























T  dS D 21212;
όπου 12 D .0;1;0/>.
Λόγω του γεγονότος ότι ο τανυστής τάσηςT είναι αναλλοίωτος κάτω από στρο-
φές, εφαρμόζουμε την ίδια διαδικασία και για τις υπόλοιπες δύο διεπιφάνειες χρη-
σιμοποιώντας κατάλληλα στραμμένα συστήματα συντεταγμένων και κατάλληλους
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σφαιρικούς τομείς (ώστε να καλύψουμε ολόκληρη τη σφαίρα) καταλήγοντας στη
σχέση
1212C2323C3131 D 0;
κάνοντας χρήση της σχέσης (2.17), όπου ij είναι οι συγκάθετοι των αντίστοιχων
διεπιφανειών  ij .
Σημειώνουμε ότι η σχέση ισορροπίας δυνάμεων (2.16) είναι ισοδύναμη με το
νόμο του Young (2.3). Αυτό μπορεί εύκολα να αποδειχθεί πολλαπλασιάζοντας τη
σχέση (2.16) με τη μοναδιαία κάθετο κάθε διεπιφάνειας.
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